M) Metrik

                                                                          ->

Zur Vereinfachung nehme ich für den Vektor  a   die Bezeichnung a und für den Betrag des Vektors a.

1) Betrag eines Vektors

Definition: Unter dem Betrag eines Vektors a versteht man die Länge der zu a gehörenden Pfeile. Der Betrag von a wird mit | a | bezeichnet. | a | = a = sqrt(ax^2+ay^2+az^2)

Maple: a:=[1,2];  

            norm(a,2);   ergibt sqrt(5)

Einheitsvektor: zeigt in a -Richtung mit der Länge 1: a0 = a / a

Mittelpunkt: m = 1/2* (a + b)

2) Skalarprodukt

Definition: Ist φ der Winkel zwischen den Vektoren a und b, so heißt a*b =a*b *cos(φ) das Skalarprodukt von a und b.

Satz: Für a, b mit a  0, b  0 gilt: a  b genau dann, wenn a*b=0

Koordinatenform des Skalarproduktes: 

           /a1\     /b1\

a*b = | a2 | * | b2|  = a1b1 + a2b2 + a3b3

           \a3/     \b3/

Geometrische Bedeutung von a * b:

Das Skalarprodukt ist die Maßzahl der Fläche des Rechtecks mit den Seiten a und ba, wobei ba die Projektion von b auf a ist (genauso kann man a auf b projizieren).

a*b =a*b *cos(φ)      mit ba = b *cos(φ)        folgt: a*b =a*ba

Rechenregeln:

1)    a*b = b*a


Kommutativgesetz

2)    ra*b = r(a*b)

3)   (a+b)*c = a*c + b*c

Distributivgesetz
1) a*a  0     a*a=0 nur für a=0 

Maple: Berechne den Winkel zwischen den zwei Vektoren a und b.

_w(linalg):

- Definition der Vektoren:

a:=[1,2]; b:=[3,4];

- Skalarprodukt:

innerprod(a,b);   ergibt 11

- Eingeschlossener Winkel:

evalf(solve(cos(phi)=innerprod(a,b)/(norm(a,2)*norm(b,2)),phi)*180/Pi);   ergibt 10.3°

3) Normalenform der Geradengleichung 2D
a) Erstellung der Normalenform 

gegeben: r=(x,y)

gesucht: n mit n  r   n=(nx,ny)

also :  n*r = 0

           nx*x + ny*y = 0 

           aufgelöst nach y ergibt dies die Geradengleichung der Form m*x+b:

           y = - nx / ny * x      => m = - nx / ny

           da der y-Achsenabschnitt Null ist handelt es sich um eine Ursprungsgerade, die senkrecht auf dem Normalenvektor  n steht

Maple:

r:=[x,y];  n:=[1,2];

- Auflösen nach y:

solve(innerprod(r,n)=0,y);   ergibt -1/2*x

Für eine beliebige Gerade gilt: r * n = d 

           nx*x + ny*y = d 

           aufgelöst nach y ergibt dies die Geradengleichung der Form m*x+b:

           y = - nx / ny * x + d/ny     => m = - nx / ny    b = d/ny

           die Gerade steht senkrecht auf dem Normalenvektor n und hat den Abstand d/n vom Ursprung

Maple:

solve(innerprod(r,n)=d,y);   ergibt -1/2*x+1/2*d

Herleitung des Abstandes vom Ursprung:

Jeder Vektor r, der auf die Gerade zeigt, ergibt mit dem Normalenvektor multipliziert das gewählte d. Projiziert man die r-Vektoren auf den Normalenvektor n, so erhält man den Abstand d0 vom Ursprung. Für d0 muss, wie für alle r-Vektoren auch, gelten:

n*r = d = n*d0    => d0 = d/n

Zusammenfassung:

n*r = d beschreibt die Gerade, die senkrecht auf n steht und den Abstand d0=d/n vom Ursprung hat.

Andere Schreibweise:     n*r = d          |:n

                                    n/n * r = d/n

                                       n0*r = d0

Dieser Hessischen Normalenform HNF (n0*r = d0) mit Normaleneinheitsvektor n0 kann man den Abstand vom Ursprung unmittelbar ansehen. 

In r*n = d kann d positiv, oder negativ sein, je nachdem, ob der Normalenvektor auf die Gerade zeigt, oder von ihr weg. Für den Abstand d0 nimmt man den Betrag.

Maple: 

- Normalenform:

innerprod(r,n)=d;   ergibt x+2*y = 2

- Normaleneinheitsvektor: 

n0:=n/norm(n,2);

- Abstand vom Ursprung:

d0:=d/norm(n,2);

- Hessische Normalenform:

HNF:=innerprod(n0,r)=d0;   ergibt 1/5*x*sqrt(5)+2/5*y*sqrt(5) = 2/5*sqrt(5)

- in einem Befehl:

innerprod(r,n/norm(n,2))=d/norm(n,2);   

- Nach y aufgelöst ergeben beide Formen: 

solve(HNF,y);   ergibt -1/2*x+1

- Prozedur zur Berechnung des Abstandes vom Ursprung und der Geradengleichung; Aufruf durch prHNF(r,n,d); also z.B. prHNF([1,2],[x,y],2);

prHNF:=proc(r,n,d) local n0,d0,HNF; n0:=n/norm(n,2); d0:=d/norm(n,2); HNF:=innerprod(n0,r)=d0; solve(HNF,y); print(`Hessische Normalenform`,HNF); print(`Geradengleichung y =`,solve(HNF,y)); print(`Abstand vom Ursprung d0 =`,d0); end:

b) Normalenform mit Aufpunkt P:

Für einen Punkt P auf der Geraden mit dazugehörigem Vektor p muss gelten: n*p = d

                      r*n = n*p = d

            r*n - p*n = 0

                (r - p)n = 0             |:n  ergibt Hessische Normalenform

HNF: (r - p) * n0 =0

Für den Abstand vom Ursprung gilt wie bisher: d0 = d/n , wobei man sich d aus n*p=d berechnen muss.

Maple: 

n:=[4,1]; p:=[2,1]; r:=[x,y];

- Normalenform:

innerprod((r-p),n)=0;   ergibt 4*x-9+y = 0

- Geradengleichung:

solve(innerprod((r-p),n)=0,y);   ergibt -4*x+9

- Abstand vom Ursprung:

innerprod(p,n);   ergibt 9

- Prozedur zur Berechnung des Abstandes vom Ursprung und der Geradengleichung; Aufruf durch prpn(r,n,p); also z.B. prpn([x,y],[4,1] ,[2,1]);

prpn:=proc(r,n,p) global d,d0; d:=innerprod(p,n); d0:=d/norm(n,2); print(`Normalenform`,innerprod((r-p),n)=0); print(`Geradengleichung y =`,solve(innerprod((r-p),n)=0,y)); print(`Abstand vom Ursprung d0 =`,d0); end:

c) Umwandlung der Normalenform in die Parameterform:

Man erhält die Parameterform aus der Normalenform, indem man p als Aufpunkt und einen zu n orthogonalen Richtungsvektor nimmt. 

    g:  x = p + v*t            mit  v  n     d.h.  v=(ny/-nx)

d) Abstand zweier Geraden

Den Abstand zweier Geraden berechnet man aus der Differenz ihrer Abstände zum Ursprung.  

e) Abstand eines Punktes Q von einer Geraden

    g:  r*n = d         HNF: r*n0 = d0       mit  n0 = n/n   d0 = d/n

Zu dem Punkt Q gehört der Vektor q; projiziert man den Vektor q auf den Normalenvektor n so erhält man den Abstand qn des Punktes vom Ursprung. Der Abstand des Punktes von der Geraden ist somit die Differenz der Abstände von Punkt und Gerade vom Ursprung.

Für die Gerade gilt:          d0 = r*n0 

analog gilt für den Punkt: qn = q*n0
Differenz der Abstände zum Ursprung:

δ = | qn - d0 | = | r*n0 - q*n0 | =  | n0 * (r - q ) | = | d0 - n0*q |      mit d0 = d/n  => δ = | (n*q - d) /n |

Den Lotfußpunkt kann man sich wie folgt berechnen:

Aufstellen zweier Geradengleichungen und Berechnung des Schnittpunktes:

g: Umwandeln in Geradengleichung oder Parameterform mit Aufpunkt und einen zu n orthogonalen Richtungsvektor

zu g orthogonale Gerade: Aufpunkt Q und Richtungsvektor n 

Maple: 

- Die Gerade ist durch einen Normalenvektor und d gegeben:

r:=[x,y]; n:=[1,2]; d:=8; q:=[8,4]; 

- Abstand von Q zu g:

delta:=abs((innerprod(n,q)-d)/norm(n,2));   ergibt  delta := 8/5*sqrt(5)

- Die Gerade ist durch einen Normalenvektor und und einen Punkt auf der Geraden gegeben:

n:=[4,1]; p:=[2,1]; r:=[x,y]; q:=[8,4];

- Abstand von Punkt und Gerade:

delta:=abs(innerprod(p,n)/norm(n,2)-innerprod(q,n/norm(n,2)));   ergibt delta := 27/17*sqrt(17)

4) Normalenform der Ebenengleichung 3D
Im 2D-Raum beschreibt die Normalenform eine Gerade, während im 3D-Raum die Normalenform eine Ebene beschreibt.

Beispiel: r:=[x,y,z]; n:=[2,2,4]; d:=8;       r*n = d

Ausmultipliziert ergibt sich folgende Koordinatenform: 2*x + 2*y + 4*z = 8 

Abstand vom Ursprung:

Es gilt wie bisher: d0 = d/n

Winkel zwischen zwei Ebenen (entspricht dem Winkel zwischen den beiden Normalenvektoren):

cos(αn1*n2/(n1*n2)

Winkel zwischen Gerade und Ebene entspricht dem Winkel zwischen dem Normalenvektor der Ebene und dem Richtungsvektor der Gerade:

sin(αn*v/(n*v)

Winkel zwischen zwei Geraden als Winkel zwischen ihren Richtungsvektoren:

cos(α) = | u*v/u*v |

ein paar Aufgaben:

1) Gib Gleichungen für parallele Ebenen an und berechen ihren Abstand

parallele Ebenen haben zwei linear abhängige Normalenvektoren und verschiedene d:

E1:  r:=[x,y,z]; n1:=[2,2,4]; d1:=8; 

Ausmultipliziert ergibt sich folgende Koordinatenform: 2*x + 2*y + 4*z = 8 

Gekürzt: x + y +2*z = 4

d01 = d1/n1     mit n1 = sqrt(24)    d01 = 8/sqrt(24) = 8/2*sqrt(6)

E2: r:=[x,y,z]; n2:=[4,4,8]; d2:=4;

Ausmultipliziert ergibt sich folgende Koordinatenform: 4*x + 4*y + 8*z = 4

Gekürzt: x + y + 2*z = 1 

d02 = d2/n2   mit n2 = sqrt(96)    d02 = 4/sqrt(96) = 4/4*sqrt(6)

Abstand der Ebenen:

δ = d01 - d02 = 2/3*sqrt(6) - 1/6*sqrt(6) = 1/2*sqrt(6)

2) Fälle das Lot vom Punkt P auf die Ebene E, berechne den Abstand des Punktes von der Ebene und den Lotfußpunkt
n:=[2,2,4];  d:=8;   p:=[4,4,4];

n*r = d ergibt: x + y +2*z = 4

- Berechnung des Lotfußpunktes L:

- Zu E orthogonale Gerade durch den Punkt P:

g:  x = [4,4,4] + [1,1,2]*t

- Schnittpunkt von g mit E durch Einsetzen der x-, y- und z-Komponente von g in E, 

4 + t + 4 + t + 8 + 4*t = 4   und Auflösen nach t:  t = -2

- Einsetzen von t in g ergibt den gesuchten Lotfußpunkt L:   L:=[2,2,0];

- Abstand von E und P entspricht der Strecke PL:

- Abstandsformel: PL:=sqrt((x2-x1)^2+(y2-y1)^2+(z2-z1)^2);   ergibt sqrt(24)  

- Andere Möglichkeit: δ = | (n*q - d) /n |   ergibt sqrt(24)

Anmerkung: Für Abstände („distance(A,E)“), Winkel („FindAngle(g,E)“) und Schnittpunkte („intersection(S,g,E)“) ist in Maple die Verwendung von geom3d zu empfehlen.

5) Vektorprodukt

a) Herleitung des Vektorproduktes

             /ax \           /bx \

geg.: a=| ay |      b=| by  |

             \az /           \ bz /

             /nx \

ges.: n=| ny |    mit n  a  und n  b
             \nz /

                                                /ay*bz-az*by \

a*n = 0   ergibt aufgelöst: n=| -az*bz+azbx  |

b*n = 0                                   \ax*by-az*bx /

Dies kann man auch mit dem Vektorprodukt berechnen:
                   |  i     j    k |                /1 \           / 0 \             / 0 \
n = a x b = | ax  ay  az |   mit i = | 0 |      j = | 1  |      k = | 0  |

                   | bx  by  bz |              \0 /            \ 0 /             \ 1 /

Eigenschaften des Vektorproduktes imVergleich mit dem Skalarprodukt:

a  b   =>   | a x b | = a*b


a*b = 0

a || b    =>   | a x b | = 0


a*b = a*b

weitere Eigenschaften:

b x a = -a x b
a x (b + c) = a x b + a x c
(m*a) x b = a x (m*b) = m*(a x b)

b) Abstand zweier Geraden:

g:  x = p + t*u
h:  x = q + t*v
Abstand: d = | (q - p)*n0 |      mit  n0 = n/n     mit  n = u x v

Maple:

Definition der Vektoren:
> p:=[7,7,4]: u:=[1,-2,6]:

> q:=[-3,0,5]: v:=[1,0,-3]:

Geraden in Parameterform:

> g:=expand(p+t*u);

ergibt  g := [t + 7, -2 t + 7, 6 t + 4]

> h:=expand(q+s*v);

ergibt  h := [s - 3, 0, -3 s + 5]

Normalenvektor:

> n:=crossprod(u,v);

ergibt  n := [6, 9, 2]

Normaleneinheitsvektor:

> n0:=crossprod(u,v)/norm(n,2);

ergibt  n0 := 1/11 [6, 9, 2]

Abstand der Geraden:

> d=abs(innerprod((q-p),n0));

ergibt  d = 11

Sind die beiden Geraden in Parameterform gegeben, so kann man den Abstand auch mit der Abstandsformel berechen:d^2 = (x2 - x1)^2 + (y2 - y1)^2 + (z2 - z1)^2

Ist nach dem kleinstmöglichen Abstand gefragt, so wählt man zwei Parameter s und t, leitet d^2 einmal nach s und einmal nach t ab setzt sie gleich Null und löst die beiden Gleichungen. Man erhält s und t, die man nur noch in die Geradengleichungen einsetzen muss.

Bewegen sich zwei Körper auf den Geraden, so nimmt man nur t als Parameter und verfährt dann wie oben.
Maple: (für g und h werden die Parametergleichungen von oben verwendet)

1) Berechne den kleinstmöglichen Abstand von g und h.

Abstandsformel:

> d2:=expand((g[1]-h[1])^2+(g[2]-h[2])^2+(g[3]-h[3])^2);

                     2                                    2

 
d2 := 41 t  - 20 t + 34 t s + 150 - 26 s + 10 s

Aufstellen der beiden Gleichungen (einmal nach t und einmal nach s abgeleitet):

> gl1:=diff(d2,t);

ergibt  gl1 := 82 t - 20 + 34 s

> gl2:=diff(d2,s);

ergibt  gl2 := 34 t - 26 + 20 s

Auflösen der beiden Gleichungen:

> sol:=solve({gl1,gl2});

ergibt  sol := {t = -1, s = 3}

Zuweisen der Lösung:

> assign(sol);

Abstandsquadrat:

> d2;

ergibt 121
=> d=11

Punkte auf g und h bei denen der kleinste Abstand erreicht wird:

> g;

ergibt [6, 9, -2]

> h;

ergibt [0, 0, -4]

Löschung der Belegung der Variablen:

> unassign('s','t');

2) g und h sind Bahnen von Körpern. Berechne ihren kleinstmöglichen Abstand.

Die Gleichungen für g und h haben nun nur einen Parameter:

> g:=expand(p+t*u);                   g := [t + 7, -2 t + 7, 6 t + 4]

> h:=expand(q+t*v);                   h := [t - 3, 0, -3 t + 5]

Abstandsformel:

> d2:=expand((g[1]-h[1])^2+(g[2]-h[2])^2+(g[3]-h[3])^2);

                                       2

                       d2 := 150 + 85 t  - 46 t

Ableiten, Nullsetzen, Auflösen:

> t:=solve(diff(d2,t));

                                    23

                               t := --

                                    85

Punkte an denen sich die Körper bei ihrem kleinstmöglichen Abstand befinden:

> g;

                            618  549  478

                           [---,   ---,    ---]

                            85    85     85

> h;

                             -232     356

                            [----, 0,  ---]

                              85       85

Kleinstmöglicher Abstand der Körper:

> d2;

                                12221

                                -----

                                 85

> evalf(d2);

                             143.7764706

Löschen der Variablenbelegung:

> unassign('t');

c) Abstand von Punkt und Gerade

g:  x = r0 + v*t

P:  p
(r - p)*v = 0  nach t auflösen und t in g einsetzen ergibt den Lotfußpunkt L; die Länge des Vektors PL entspricht dem Abstand.

auch hier kann man wieder die Abstandsformel anwenden (Verfahren siehe oben)

Maple: Berechne den Abstand eines Punktes P zu einer Geraden.

1) Methode 1 mit (r - p)*v = 0:

Definition der Vektoren:

> r0:=[7,7,4]: v:=[1,-2,6]: p:=[2,0,-10]:

Definition der Geraden:

> r:=expand(r0+v*t);                   r := [t + 7, -2 t + 7, 6 t + 4]

Die Formel (r - p)*v = 0 wir nach t aufgelöst:

> solve(innerprod((r-p),v)=0,t);

ergibt –75/41

Lotfußpunkt durch Einsetzen von t in r:

> L:=subs(t=solve(innerprod((r-p),v)=0,t),r);

                              212  437  -286

                     L := [---,   ---,   ----]

                              41    41     41

Die Länge des Vektors PL ist der Abstand:

> norm((L-p),2);

                             33

                             -- sqrt(205)

                             41

> evalf(%);

ergibt 11.52409988

2) Methode 2 mit Abstandsformel:

> d2:=expand((r[1]-p[1])^2+(r[2]-p[2])^2+(r[3]-p[3])^2);

                                              2

                      d2 := 270 + 150 t + 41 t

Ableiten, Nullsetzen und Auflösen nach t:

> solve(diff(d2,t));

                                 -75

                                 ---

                                 41

Einsetzen von t in r und d2:

> subs(t=solve(diff(d2,t)),r);

                            212  437  -286

                           [---,   ---,   ----]

                            41    41     41

> sqrt(subs(t=solve(diff(d2,t)),d2));

                             33

                             -- sqrt(205)

                             41

d) Abstand einer Gerade zu einer Ebene

Für die Gerade und die Ebene muss gelten: n*v = 0   ansonsten sind g und E nicht parallel

Man kann eine zu g (x = r0 + v*t) und E (r*n = d) orthogonale Gerade mit Richtungsvektor n und Aufpunkt r0 nehmen (x = r0 + n*t)und sich deren Schnittpunkt mit der Ebenen und der Geraden ausrechen. Die Länge des Vektors zwischen diesen beiden Punkten ist der gesuchte Abstand. 

e) Flächen

Mit dem Betrag des Vektorprodukt zweier Vektoren a und b, wird der Flächeninhalt eines Parallelogramms mit den Seitenlängen a und b berechnet:  A = |a x b|

Der Flächeninhalt eines Dreiecks hat entsprechen: A = ½*|a x b|

Für ein Spat mit der Grundfläche eines Parallelogramms gilt das Spatprodukt: V = |c*(a x b)| = G*h

Eine Pyramide mit der Grundfläche eines Dreieck (also eines halben Parallelogramms) und der Höhe h hat folgendes Volumen: V= 1/6*|c*(a x b)|

6) Kreis und Kugel

a) Kreis 2D

r^2 = (x - m)^2 = r^2   r ist der Radius, m der Vektor zum Kreismittelpunkt und x der Ortsvektor zu einem Punkt auf dem Kreis; ergibt ausmultipliziert die Koordinatenform 

Sonderfall: Kreis mit Mittelpunkt im Ursprung   m=0

r^2 = x^2 + y^2 (implizit)


=> y = +-sqrt(r^2-x^2) (explizit)

Kreis mit Mittelpunkt m=(mx,my)  x=(x,y)

r^2 = (x-mx)^2 + (y-my)^2

b) Kugel

r^2 = (x - m)^2

Mittelpunkt im Ursprung: m=0  x=(x,y,z)

r^2 = x^2 + y^2 + z^2

Mittelpunkt m=(mx,my,mz)

r^2 = (x-mx)^2 + (y-my)^2 + (z-mz)^2

Bestimmung von Mittelpunkt und Radius einer Kugel:

x^2 + y^2 + z^2 + 4*x - 6*y + 8*z = 7

x^2 + 4*x       + y^2 - 6*y        + z^2 + 8*z        = 7

x^2 + 4*x + 4 + y^2 - 6*y + 9 + z^2 + 8*z + 16 = 7 + 4 + 9 + 16

(x + 2)^2        + (y - 3)^2         + (z + 4)^2          = 36

=> m=(-2,3,-4)  r=6

Maple:

_w(lianlg):

completesquare(x^2+y^2+z^2+4*x-6*y+8*z=7,[x,y,z]);

Lage von Punkten zu Kugeln

Bestimme die Lage der Punkte A(5|10|-8), B(8|4|3) und C(1|6|2) bezüglich der Kugel mit dem Mittelpunkt M(-3|2|-4) und dem Radius r=12

144 = (x+3)^2 + (y-2)^2 + (z+4)^2

Für x=(x,y,z) setzt man nun die Punkte A, B und C ein:

A:  (5+3)^2 + (10-2)^2 + (-8+4)^2 = 144   => A liegt auf der Kugel

B:  (8+3)^2 + (4-2)^2 + (3+4)^2 = 174  => B liegt außerhalb der Kugel 

C:  (1+3)^2 + (6-2)^2 + (2+4)^2 = 68   => C liegt innerhalb der Kugel

